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Introduccion
Para empezar...

un ejemplo sencillo

Ejemplo: sistema dinamico discreto

@ Variables de estado: dinero a plazo fijo durante n afos: Aj.
@ Variables independiente: numero de anos n=10,1,2,---.
@ Conocemos la regla R que explica

An+‘| :An+rAn: (1 +r)An

@ Estudio cualitativo:
¢ lim Ap?
n—oo
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Introduccion
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Sumidero.
Fuente.
Otros equilibrios.
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Construccion del modelo

Escalas de tiempo

[ I
H|"'”““'"”””“”\HH
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Introduccion .
Para empezar...
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Construccion del modelo
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Construccion del modelo

Escalas de tiempo

F F
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3
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Construccion del modelo

Distincién de escalas de tiempo

P g H‘H
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Construccion del modelo

Ensamblaje

El modelo es
. k
11 0y 1—hiz hiz 0 0
_ 0 fip 0 fp 21 1 — hp 0 0
X+ =1 s o o 0 0 0 1= pr 1z Xi(n) (1)
0 Sp 0 0 0 0 P21 1 — poy
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Construccion del modelo

Ensamblaje

El modelo es
fi 0 By O 1 — hyp o 0 0 K
R T I P I By 1 — oy 0 0
X =| o ®og 2 02 1 py  p Xe(n) (1)
0 Sp 0 0 0 0 P21 1 — poy

@ El indice k indica la ratio entre escalas de tiempo.

@ Es decir
Xipit =S F X
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Modelo con dos escalas de tiempo
Equilibrio rapido

La matriz F de migraciones
@ regular y estocastica por bloques = proceso de Markov.

@ Se aplica la teoria de Perron-Frobenius:
Seanv; y u; = (1,1)7 son los autovectores por la derecha
y por la izquierda de F; asociados con el autovalor
principal 1.
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Modelo con dos escalas de tiempo
Equilibrio rapido

Existe un equilibrio para la dindmica rapida, es decir

lim 7% =F

k—o0
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Modelo con dos escalas de tiempo
Equilibrio rapido

Existe un equilibrio para la dindmica rapida, es decir
lim 7% =F
k—o0
Para valores grandes de k el sistema general
K
Xkni1 =S F" - Xen

se aproxima por el sistema auxiliar

Xni1 =S F - Xp.
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Modelo con dos escalas de tiempo

Agregacion

El equilibrio rapido se descompone como

= V1U-1r 0 v,
jr_( 0 vzu{>_v v
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Modelo con dos escalas de tiempo

Agregacion

El equilibrio rapido se descompone como

= V1U-1r 0 v,
jr_( 0 vzu{>_v v

Definimos las variables globales cOmMoO

Y(n) = U X(n) = < x11(n) + x12(n) )

X241 (n) + ng(n)

representan la densidad de individuos de cada clase de edad.
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Modelo con dos escalas de tiempo

Agregacion

El equilibrio rapido se descompone como

= V1U-1r 0 v,
jr_( 0 vzu{>_v v

Definimos las variables globales cOmMoO

Y(n) = U X(n) = < x11(n) + x12(n) )

X241 (n) + ng(n)

representan la densidad de individuos de cada clase de edad.
El sistema auxiliar se transforma en el sistema agregado

UXpp1=U-S- V- U Xy Yy1=U-S- V.Y,
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Modelo con dos escalas de tiempo

Agregacion

En el ejemplo, el sistema general es

xp1(n+1) fi 0 h 0 11— hiz hi2

xp(n+1) | _ 0 fiz 0 fp hay 1 — hyy

xpr(n+1) [~ s 0 0 0 0 0 1—pi2 P12
Xoo(n + 1) 0 s 0 0 0 0

P21 1 — P2y

>~

o o
o o
—
-
—
SEEx
FEEa
RInz2
3323
-

y el sistema agregado es

< yi(n+1) ) _ < fiivie + h1viz  FflaVoy + foVop ) ( y1(n) )
Yo(n+1) S1Vi1 + SoVi2 0 ya2(n)
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Introduccion .
Para empezar...

...un ejemplo sencillo

Modelo con dos escalas de tiempo

Agregacion

En el ejemplo, el sistema general es
x11(n+1) fi 0 fy 0 11— hpp hi2 0 0 K1 xi(n)
xp(n+1) | _ 0 fiz 0 fp hay 1 — hyy 0 0 X12(n)
xp1(n+1) sy 0 0 O 0 0 1—pi2 P12 X21(n)
Xo2(n+1) 0 s O 0 0 P21 1 — poy n)

y el sistema agregado es

< yi(n+1) ) _ < fiivie + biviz fiaver + favor ) ( y1(n) )
y2(n+1) S1Vi1 + SaVi2 0 ya(n)

Cierto tipo de equilibrios y su estabilidad de este sistema se
trasladan al sistema general.
Estudio cualitativo en funcion de los pardmatros del modelo.
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Hipétesis

Resultados generales
9 Resultados

Modelo con dos escalas de tiempo

En general [1]
@ dos procesos, uno lento (S) y otro rapido (F).
@ las matrices F y S = funciones F, S.
@ el producto se traduce por composicién de funciones.
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Hipétesis

Resultados generales
9 Resultados

Modelo con dos escalas de tiempo

En general [1]

@ dos procesos, uno lento (S) y otro rapido (F).

@ las matrices F y S = funciones F, S.

@ el producto se traduce por composicién de funciones.
Las ecuaciones del sistema general son

Xener = S(FOXin)),  n=0,1,2---,

El subindice k indica la ratio entre escalas de tiempo. 1sanz, L;

Bravo de la Parra, R; Sanchez, E. Approximate reduction of non-linear discrete models with two time scales. (2008)

Journal of Difference Equatios and Applications. 1-21.
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Hipétesis

Resultados generales
9 Resultados

Hipétesis 1:
Equilibrio rapido

Hipotesis 1: el proceso rapido alcanza un equilibrio, es decir

3F : Qn — Qw, Jim FK(X)=F(X), VXeQncRV

Obtenemos el sistema auxiliar

X(n+1) =S (F(Xy)) .
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Hipétesis

Resultados generales
9 Resultados

Hipétesis 2:

Descomposicion

El equilibrio rapido se descompone de forma adecuada:
F=ToG.

Oy —— Qy

N\ /)
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Hipétesis

Resultados generales
9 Resultados

Hipétesis 2:

Descomposicion

El equilibrio rapido se descompone de forma adecuada:
F=ToG.

(ly = Oy @ ConQgCcRYI g« N

@ Definimos las variables globales
\ / Yni1 = G(Xn) € RY
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Hipétesis

Resultados generales
9 Resultados

Hipétesis 2:

Descomposicion

El equilibrio rapido se descompone de forma adecuada:
F=ToG.

(ly = Oy @ ConQgCcRYI g« N

@ Definimos las variables globales
\ / Yni1 = G(Xn) € RY

Obtenemos el sistema agregado
Yot = GoSo T(Yy).
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Hipotesis

Resultados generales Resultados

Comparacion para tiempo fijo n

Sistema Agregado y Sistema Auxiliar

Sistema agregado | Sistema auxiliar
Condicion inicial: Yo G(Yo) = Xo
Solucion: Y Xn
Relacion: Yn = G(Xp) Xn=T(Yn-1)

Marcos Marva Ruiz. Agregacion aproximada



Hipotesis

Resultados generales Resultados

Comparacion para tiempo fijo n

Suponer que {Xo, Xq,--- X1} € Q abigrto acotado tal que
inm F®) = F uniformemente sobre  c Qy, entonces

Sistema Agregado y Sistema General

Sistema agregado Sistema general
Condicion inicial: Yo G(Yo) = Xo
Solucion: Yn Xk.n
Relacion: | Y, = klim G(Xk,n) | Xkn = klim T(Yn-1)
Paran=0,1,2,---,L
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Hipotesis

Resultados generales Resultados

Resultados

Comparacion comportamiento asintético (n  co)

Existe F € C'(RN) y que Jim F = F, Jim DF®) = DF

uniformemente sobre un compacto K ¢ RN
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Hipotesis

Resultados generales Resultados

Resultados

Comparaciéon comportamiento asintotico (n / co)

Existe F € C'(RN) y que Jim F = F, Jim DF®) = DF
uniformemente sobre un compacto K ¢ RN

Equilibrios

Sea Y* un equilibrio del sistema agregado. Jky; Vk > ky
@ Es sistema auxiliar posee un equilibrio X* = T(Y*).
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Hipotesis

Resultados generales Resultados

Resultados

Comparaciéon comportamiento asintotico (n / co)

Existe F € C'(RN) y que Jim F = F, Jim DF®) = DF
uniformemente sobre un compacto K ¢ RN

Equilibrios

Sea Y* un equilibrio del sistema agregado. Jky; Vk > ky
@ Es sistema auxiliar posee un equilibrio X* = T(Y*).
@ El sistema general posee un punto fijo X;.
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Hipotesis

Resultados generales Resultados

Resultados

Comparaciéon comportamiento asintotico (n / co)

Existe F € C'(RN) y que Jim F = F, Jim DF®) = DF

uniformemente sobre un compacto K ¢ RN

Equilibrios

Sea Y* un equilibrio del sistema agregado. Jky; Vk > ky
@ Es sistema auxiliar posee un equilibrio X* = T(Y*).
@ El sistema general posee un punto fijo X;.

° kILmOOX,;* = X"
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Hipotesis

Resultados generales Resultados

Resultados

Comparaciéon comportamiento asintotico (n / co)
Existe F € C'(RN) y que Jim F = F, Jim DF®) = DF
uniformemente sobre un compacto K ¢ RN

Equilibrios

Sea Y* un equilibrio del sistema agregado. Jky; Vk > ky

@ Es sistema auxiliar posee un equilibrio X* = T(Y*).

@ El sistema general posee un punto fijo X;.

@ lim X = X"
k—o0

@ Si Y* es hiperbdlico y asintéticamente estable (inestables),
también lo son X* y Xy,
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Hipotesis

Resultados generales Resultados

Resultados

Comparacion comportamiento asintético (n  co)

Existe F € C'(RN) y que Jim F®) = F, lim DF® = DF

k— oo

uniformemente sobre un compacto K ¢ RN
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Hipotesis

Resultados generales Resultados

Resultados

Comparacion comportamiento asintético (n  co)

Existe F € C'(RN) y que Jim F®) = F, lim DF® = DF

k— oo

uniformemente sobre un compacto K ¢ RN

Cuencas de atraccién

Sea Y* equilibrio hiperbdlico asintéticamente estable.
Sea Yj tal que S (Yy) = ¥, — Y~

Entonces, la solucion X , relativa a Xo = T(Yp) verifica

im Xen = X;.
n—oo ’
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Hipotesis

Resultados generales Resultados

Resultados

Comparacion comportamiento asintético (n  co)

Los resultados anteriores son también ciertos para m-ciclos.
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Multiatractores

Modelos clasicos

Efecto Allee

Hospedadores y parasitoides

Demografia rapida frente a migraciones

Aplicaciones

Multiatractores.

(Hipotesis |
@ Demografia rapida tipo Leslie funcién de variables
globales.

Wy eRe , Fiy) = (4% £).i=1.2

shi(y)  sh(y)
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Aplicaciones

Demografia rapida frente

Multiatractores.

Multiatractores

Modelos clasicos

Efecto Allee

Hospedadores y parasitoides

a migraciones

@ Demografia rapida tipo Leslie funcién de variables

o ) 0
_ 5121 ¥)

globales.

VyER+ y f}(y)

@ Migraciones lentas

1—a 0 ap
S = 0 1 — by 0
T ay 0 1—a

0 by 0

a;j, bj= proporcion de jovenes/adultos que dejan la zona i.

Marcos Marva Ruiz.

f5(¥)
5p5(¥)

0

%2 > ) aiabie(o71)7i:172
1—by
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Aplicaciones Hospedadores y parasitoides

Demografia rapida frente a migraciones

Multiatractores.

Resultados

En [2] se prueba que si F(y) es una matriz estocastica regular
dependiente de las variables globales, entonces existe
F € C'(RN) tal que los limites

Jm F()® = F(y),  lim DFO(y) = DF(y)

son uniformes sobre un compacto K ¢ RN.

[2] Marva, M; Sanchez E; Bravo de la Parra, R; Sanz, L; Reduction of Slow-Fast Discrete Models Coupling Migration

and Demography. (2008) Journal of Theoretical Biology
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Hospedadores y parasitoides

Aplicaciones

Variables globales

Yn = an: ( Xr171 +(1/t112)X1172 ) = ( yr17 >

X5+ (1/6,)x52

representan la poblacién en cada region pesada por sus
respectivos valores reproductivo.
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Multiatractores

Modelos clasicos

Efecto Allee

Hospedadores y parasitoides

Aplicaciones

Variables globales
X11 —l—(1/t1 )X12 y1 >

Yn:=UXy = 4 12 — 1
n =W <x§‘+(1/t$2>x52) (

representan la poblacién en cada region pesada por sus
respectivos valores reproductivo.

Modelo agregado

{ Vi = [0 —avi o)+ d - b)) vh + [ulavR02) + ulba0R)] ¥

Vi = [Raioh)+ Boriod)] v + [B0 - 2)R08) + B(1 - b2)B(R)] vh

ESTUDIO NUMERICO
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Multiatractores

Modelos clasicos

Efecto Allee

Hospedadores y parasitoides

Demografia rapida frente a migraciones

Aplicaciones

Multiatractores.

Resultados numéricos

De blanco (ninguno) a negro (dos): numero de equilibrios
positivos asintéticamente estables en funcién de by y b,

Valores de los parametros:
a; =01, a=0.3,

iR aq = 100, ap = 45,
L tl, =03, t =0.1

by, b €[0.01;1.0],

s paso 0.005.

bl

0.2 0.4 C6 0.8 1
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Multiatractores

Modelos clasicos

Efecto Allee

Hospedadores y parasitoides

Demografia rapida frente a migraciones

Aplicaciones

Multiatractores.

Resultados numéricos
Cuencas de atraccién de cada uno de los equilibrios

Valores de los parametros:
a; =01, ao=0.3,

by =0.3, b =0.7,

aq = 100, Qo = 45,
=0
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Multiatractores
Modelos clasicos

L Efecto Allee
Aplicaciones

Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia
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Multiatractores
Modelos clasicos

L Efecto Allee
Aplicaciones

Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Hipotesis
Consideramos una poblacién:
@ no estructurada.

Marcos Marva Ruiz. Agregacion aproximada



Multiatractores
Modelos clasicos

L Efecto Allee
Aplicaciones

Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Consideramos una poblacién:
@ no estructurada.
@ repartida en dos regiones.
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Multiatractores
Modelos clasicos

L Efecto Allee
Aplicaciones

Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Consideramos una poblacién:
@ no estructurada.
@ repartida en dos regiones.
@ dinamica local demografica lenta:

(X1,n+1 ) X2,n+1) = (s (X1,n), 32(X2,n))-
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Multiatractores
Modelos clasicos

L Efecto Allee
Aplicaciones

Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Consideramos una poblacién:
@ no estructurada.
@ repartida en dos regiones.
@ dinamica local demografica lenta:

(X1,n+1 ) X2,n+1) = (s (X1,n), 32(X2,n))-

@ migraciones (rapidas) dependientes de variables globales
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Aplicaciones Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Reinterpretacion de modelos clasicos.

Dinamica local malthusiana suminero-fuente: Zona i

Xint1 = d,'X,"n ,0 < di<1<adb
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Aplicaciones Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Reinterpretacion de modelos clasicos.

Dinamica local malthusiana suminero-fuente: Zona i

Xint1 = d,'X,"n ,0 < di<1<adb

Modelo Tasas de migracién
Beverton-Holt

ayn a(y) = a—adi(1+8y) . b(y) = d(1+8y)—a

Yny1 = 1+ Byn T T k- ' d—di

Ecuacién de Ricker

r(1—yn,/K _ e=y/K)_q. .  dh—e1—y/K
Yoe1 = €U0y, aly) = Sgmgmt L by) = g
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Aplicaciones Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia
EFECTO ALLEE.

Efecto Allee: poblaciones por debajo de un determinado
umbral son inviables y se extinguen.

Una fuente entre dos sumideros (uno de ellos, y; = 0).
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Aplicaciones Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Efecto Allee.
Demografia local Tasas de migracion
Malthus sumidero-fuente
2 2
Xin1 = diXin a(y) == yzy_,_ﬁ , b(y) = {,21?
O<di<1<ab 0<pB<d

Beverton-Holt sumidero-fuente

. diXin oy 9
Xiny1 = m a(y) = Ty b(y) = Ty
0<dy<1<h, 0<c
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Aplicaciones Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Efecto Allee

Hay valores de los parametros tales que el sistema agregado
@ tiene tres equilibrios

Yo=0<yi<ys

@ yi, Y5 sumideros.
@ y; fuente: umbral de persistencia de la poblacion.
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Aplicaciones Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Hospedadores y parasitoides en una cadena.

Suponemos A regiones encadenadas.

@ Cada individuo puede migrar a zonas adyacentes.
@ Los hospedadores migran de forma aleatoria.

@ Los parasitoides migran en funcion de los que hagan los
hospedadores.
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Aplicaciones Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Hospedadores y parasitoides en una cadena.

@ Interaccion hospedador (H)-parasitoide (P) lenta
(Nicholson Bayley):

Hiny1 = AiHjpe~ @
Pinst = CiHin(1 — e 3Fin)
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Aplicaciones Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Hospedadores y parasitoides en una cadena.

En la region i-ésima

@ Interaccion hospedador (H)-parasitoide (P) lenta
(Nicholson Bayley):

Hiny1 = AiHjpe~ @
Pinst = CiHin(1 — e 3Fin)

@ Migraciones rapidas:

( Hi ny1 > _ ( Fi 0 > < Hin >
Pi nt1 0 F2(Hin) Pin

Con F; estocastica regular.
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Aplicaciones Hospedadores y parasitoides

Demografia rapida frente a migraciones

Resultados

Dado el sistema

X,l’n“ _ < Fi 0 >(k) . Xk{n
Ig,n-H 0 fg(X,ln) XE,n

en [3] se prueba que si F; son matrices estocasticas regulares,
entonces 3F € C'(RN);

im FOO) = F(O), im DFO() = DF(Xe)

k—oo

son uniformes sobre un compacto K ¢ RN.

[3] Tri Nguyen Huu, Pierre Auger, Chrisphe Lett, Marcos Marva. Emergence of global behaviour in a host-parasitoid

model with density-dependent dispersal in a chain of patches. Ecological Complexity 5 (2008). 9-21.
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Aplicaciones Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Hospedadores y parasitoides en una cadena.

Se prueba que, para ciertos valores de los parametros, el
sistema agregado posee un equilibrio estable

a ®)
| . A=5 a=05 3=4,
b f=02 =2 a=05.¢=1,
: S i€[1,2,---,5]
o : S o - (a) Trayectoria sistema agregado.
. o . - (b), (c), (d) Trayectoria
e | . | sistema general para k = 2, 4,50.
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Multiatractores
Modelos clasicos
Efecto Allee

Aplicaciones Hospedadores y parasitoides

Migraciones rapidas frente a demografia

Hospedadores y parasitoides en una cadena.

Experimentos numéricos sugieren que la existencia de una
curva invariante para el sistema agregado implica su existencia
para el sistema general.

A=5 a=23,3=3,

)(:0.27 Ai=2,a=05c¢=1,
iel,2,---,5].

Hosts Hosts Negro: trayectoria sistema agregado.
© Gris: trayectoria sistema general (a),
(b), (c) para k = 2,4,50.

Parasitoids
Parasitoids

Parasitoids

0 12
Hosts

Buscamos resultados tedéricos que avalen esta relacion.
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