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El problema Anova

Estudiamos la relación
C ∼ F

donde

C variable respuesta cuantitativa

F variable explicativa cualitativa; factor con k niveles

Los individuos de cada nivel del factor se representan por una variable
aleatoria Xi que deben verificar

1 Independencia de las muestras

2 Normalidad: Xi ∼ N(µi , σ) para cada nivel i del factor

3 Homocedasticidad



Verificación de las condiciones Anova

1. Independencia de las muestras

• Depende de un diseño experimental correcto.
• Sabemos poco sobre diseño de experimentos,

supondremos que esa independencia está garantizada

Sección 11.5 del libro



Verificación condiciones Anova: normalidad

2. Normalidad: Xi ∼ N(µi , σ) para cada nivel i del factor

Es la más difícil de verificar (sobre todo con muestras pequeñas)

1 Muchas variables se distribuyen normalmente (otras muchas no)

2 El contraste Anova de un factor es robusto frente a desviaciones
moderadas respecto a la normalidad.

3 Análisis exploratorio (ojo a la escala): histogramas, boxplot y qq-plots
de cada grupo, compararlos con los de una población normal

4 Para muestras pequeñas, histogramas, boxplots, etc. no ayudan



Verificación condiciones Anova: normalidad
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Verificación condiciones Anova: normalidad



Verificación condiciones Anova: normalidad

2. Normalidad: Xi ∼ N(µi , σ) para cada nivel i del factor

Ejemplo: Histogramas para de los frailecillos y con
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rm(list=ls())
# leer datos
frai = read.table(file = "Cap11-frailecillos.csv", header = TRUE, sep =" ", dec = ".", fill = 1)
# head(frai)

# crear un vector con los aleteos por minuto para cada tratamiento
Aliron = frai$aleteos[frai$medicamento == "Aliron"]
Elevantolin = frai$aleteos[frai$medicamento == "Elevantolin"]
Vuelagra = frai$aleteos[frai$medicamento == "Vuelagra"]
Plumiprofeno = frai$aleteos[frai$medicamento == "Plumiprofeno"]

#############################################################################################33
# representar histogramas
# observados
set.seed(2015)
par(mfrow=c(2,4), mar = c(4.5,4.5,1,1))
nBarras=17
hist(Aliron, col = terrain.colors(nBarras), breaks = seq(from = min(Aliron), to = max(Aliron), length.out = nBarras), main = "")
hist(Elevantolin, col = terrain.colors(nBarras), breaks = seq(from = min(Elevantolin), to = max(Elevantolin), length.out = nBarras), main = "")
hist(Vuelagra, col = terrain.colors(nBarras), breaks = seq(from = min(Vuelagra), to = max(Vuelagra), length.out = nBarras), main = "")
hist(Plumiprofeno, col = terrain.colors(nBarras), breaks = seq(from = min(Plumiprofeno), to = max(Plumiprofeno), length.out = nBarras), main = "")


# representar histogramas
# esperados
hist(datosA <- rnorm(10000, mean = mean(Aliron), sd = sd(Aliron)), 
     col = terrain.colors(nBarras), 
     breaks = seq(from = min(datosA), to = max(datosA), length.out = nBarras), 
     xlab = "Aliron esperado", ylab = "",
     main = "", yaxt='n')

hist(datosE <- rnorm(10000, mean = mean(Elevantolin), sd = sd(Elevantolin)), 
     col = terrain.colors(nBarras), 
     breaks = seq(from = min(datosE), to = max(datosE), length.out = nBarras), 
     xlab = "Elevantolin esperado", ylab = "",
     main = "", yaxt='n')

hist(datosV <- rnorm(10000, mean = mean(Vuelagra), sd = sd(Vuelagra)), 
     col = terrain.colors(nBarras), 
     breaks = seq(from = min(datosV), to = max(datosV), length.out = nBarras), 
     xlab = "Vuelagra esperado", ylab = "",
     main = "", yaxt='n')

hist(datosP <- rnorm(10000, mean = mean(Plumiprofeno), sd = sd(Plumiprofeno)), 
     col = terrain.colors(nBarras), 
     breaks = seq(from = min(datosP), to = max(datosP), length.out = nBarras), 
     xlab = "Plumiprofeno esperado", ylab = "",
     main = "", yaxt='n')

par(mfrow=c(1,1))

###########################################################################
par(mfrow=c(2,2), mar = c(4.5,4.5,2,1))
set.seed(2015)
nBarras=17
hist(Aliron, col = terrain.colors(nBarras), breaks = seq(from = min(Aliron), to = max(Aliron), length.out = nBarras), main = "",         xlim = c(65,95),)

hist(datosA <- rnorm(10000, mean = mean(Aliron), sd = sd(Aliron)), 
     col = terrain.colors(nBarras), 
     breaks = seq(from = min(datosA), to = max(datosA), length.out = nBarras), 
     xlab = "Aliron esperado", ylab = "",
     main = "", yaxt='n')


barplot(quantile(x = Aliron, probs = seq(from = 0, to = 1, length.out = nBarras)), col=rgb(0, 0, 1,0.25), 
        ylim=c(0,90), xlab = "Aliron, frec acum observadas")
# par(new = TRUE)
barplot(quantile(x = datosA, probs = seq(from = 0, to = 1, length.out = nBarras)), col=rgb(1, 0, 0,0.25), 
ylim=c(0,90), xlab = "Aliron, frec acum esperadas")


################################################################
# Cuantiles y qq-plot
set.seed(2015)
par(mfrow=c(1,2), mar = c(4.5,4.5,3,1))
barplot(quantile(x = Aliron, probs = seq(from = 0, to = 1, length.out = nBarras)), col=rgb(0, 0, 1,0.25), 
        ylim=c(0,90), xlab = "Morado = observado", ylab = "Aleteo/min")
 par(new = TRUE)
barplot(quantile(x = datosA, probs = seq(from = 0, to = 1, length.out = nBarras)), col=rgb(0, 1, 0,0.25), 
        ylim=c(0,90), xlab = "")
plot(
quantile(x = datosA, probs = seq(from = 0, to = 1, length.out = nBarras)), 
quantile(x = Aliron, probs = seq(from = 0, to = 1, length.out = nBarras)), 
pch = 19,
xlab = "Aleteo/min esperado", ylab = "Aleteo/min observado", 
xlim = c(min(datosA, Aliron), max(datosA, Aliron)),
ylim = c(min(datosA, Aliron), max(datosA, Aliron))
)
abline (a = 0, b = 1, lwd = 3, col = "purple")

par(mfrow=c(1,1))




# representar los 4 qq-plots
par(mfrow=c(2,2), mar = c(4.5,4.5,1,1))
qqplot(x = rnorm(1000, mean = mean(Aliron), sd = sd(Aliron)), y = Aliron, xlab = "Esperado", ylab = "Observado")
abline(0,1, lwd = 3, col = "purple")
qqplot(x = rnorm(1000, mean = mean(Elevantolin), sd = sd(Aliron)), y = Elevantolin, xlab = "Esperado", ylab = "Observado")
abline(0,1, lwd = 3, col = "purple")
qqplot(x = rnorm(1000, mean = mean(Vuelagra), sd = sd(Aliron)), y = Vuelagra, xlab = "Esperado", ylab = "Observado")
abline(0,1, lwd = 3, col = "purple")
qqplot(x = rnorm(1000, mean = mean(Plumiprofeno), sd = sd(Aliron)), y = Plumiprofeno, xlab = "Esperado", ylab = "Observado")
abline(0,1, lwd = 3, col = "purple")
par(mfrow=c(1,1))



##########################################################################################3
# Boxplots
boxplot(aleteos ~ medicamento,data = frai, main="Diagrama de cajas por medicamento",
        xlab="Medicamento", ylab="Aleteos por minuto", 
        col = terrain.colors(4)
        ) 








Verificación condiciones Anova: normalidad
Ejemplo: Boxplot para de los frailecillos y con
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Verificación condiciones Anova: normalidad
Ejemplo: QQ-plots para de los frailecillos y con
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Verificación condiciones Anova: homocedast
Representar resíduos por medicamento
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Verificación condiciones Anova: homocedast

Tres situaciones DIFERENTES en las que no hay homocedasticidad
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Anova significativo: comparación 2 a 2

Comparación ingenua: contraste de diferencia de medias para cada pareja
de tratamientos

• La comparación de cada par de niveles implica testar

H0 : {Dos medias son iguales} H0 : {Esas medias NO son iguales}

con probabilidad de error de tipo I igual a α.
• La variable

X = “n0 de comparaciones en las que se comete error de tipo I”

es una variable binomial de parámetros n = k y p = α.
• La probabilidad de equivocarse (rechazar alguna H0 siendo cierta) es

P(X ≥ 1) = 1− P(X = 0) = 1− (1− α)k

Ejemplos: para α = 0.05
• Factor con 6 niveles, P(X ≥ 1) = 1− (0.95)6 ≈ 0.27
• Factor con 14 niveles, P(X ≥ 1) = 1− (0.95)14 ≈ 0.51

Sección 11.6 del libro



Anova significativo: comparación 2 a 2

Ajuste de Bonferroni (detalles en sección 11.6.1 del libro)
Si hay k niveles, repartir el error de tipo I entre las

k !

2!(k − 2)!

comparaciones 2 a 2 posibles usando la varianza muestral ponderada

s2
pond =

SSresidual

N − k

y el estadístico

Υ =
X̄·i − X̄·j√

s2
pond ·

(
1
ni

+
1
nj

) ∼ tN−k

para comparar el nivel i con el nivel j

p-valor = min

{(
k
2

)
· 2 · P (TN−k > |Υ|) , 1

}



Anova significativo: comparación 2 a 2
Ejemplo Salida R, ajuste de Bonferroni para los datos de los frailecillos

Aliron Elevantolin Plumiprofeno
Elevantolin 0.005 - -
Plumiprofeno <2e-16 1e-09 -
Vuelagra <2e-16 <2e-16 <2e-16

P value adjustment method: bonferroni

Todas las diferencias son significativas; podemos ordenar las medias

Aliron Elevantolin Plumiprofeno Vuelagra
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Anova significativo: comparación 2 a 2
Ejemplo Salida R, otras situaciones. Para estos

grupo1 grupo2 grupo3 grupo4 grupo5
grupo2 3.83e-10 - - - -
grupo3 1.000000 1.34e-10 - - -
grupo4 0.175126 9.59e-09 1.000000 - -
grupo5 1.00e-06 1.000000 7.93e-06 0.000229 -
grupo6 0.005100 3.50e-06 0.087394 1.000000 0.008866

P value adjustment method: bonferroni

¿Cómo ordenar las medias?

grupo1 grupo2 grupo3 grupo4 grupo5 grupo6

10
15

20
25

tratamiento
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"tratamiento" "respuesta"

"grupo5" 14.84

"grupo5" 21.63

"grupo4" 11.1

"grupo6" 19.3

"grupo1" 11.38

"grupo6" 17.92

"grupo2" 19.71

"grupo6" 12.77

"grupo2" 20.46

"grupo6" 11.54

"grupo6" 16.7

"grupo1" 9.747

"grupo6" 17.05

"grupo6" 12.85

"grupo4" 10.21

"grupo2" 22.31

"grupo6" 13.23

"grupo5" 19.27

"grupo1" 14.05

"grupo4" 18.52

"grupo2" 14.15

"grupo5" 13.53

"grupo4" 16.06

"grupo3" 15.92

"grupo3" 13.32

"grupo1" 9.297

"grupo3" 16.1

"grupo2" 20.65

"grupo4" 11.14

"grupo1" 10.42

"grupo5" 16.52

"grupo3" 11.96

"grupo2" 19.89

"grupo4" 18.34

"grupo4" 14.33

"grupo3" 14.19

"grupo6" 18.77

"grupo4" 14.87

"grupo3" 14.69

"grupo4" 14.9

"grupo6" 16.9

"grupo6" 16.03

"grupo3" 15.24

"grupo5" 20.07

"grupo1" 6.958

"grupo3" 14.69

"grupo6" 14.37

"grupo3" 13.76

"grupo6" 10.29

"grupo2" 22

"grupo2" 15.36

"grupo6" 18.09

"grupo2" 20.46

"grupo5" 18.99

"grupo2" 17.18

"grupo1" 6.547

"grupo6" 13.12

"grupo2" 19.02

"grupo2" 18.75

"grupo5" 18.74

"grupo5" 16.23

"grupo1" 13.71

"grupo1" 12.87

"grupo2" 17.57

"grupo3" 15.57

"grupo1" 15.95

"grupo4" 13.78

"grupo2" 18.81

"grupo4" 15.86

"grupo4" 15.33

"grupo1" 14.58

"grupo2" 21.97

"grupo2" 17.83

"grupo4" 12.52

"grupo6" 13.39

"grupo6" 13.51

"grupo3" 7.477

"grupo1" 13.65

"grupo3" 12.6

"grupo1" 13.99

"grupo1" 11.42

"grupo1" 13.94

"grupo4" 14.85

"grupo2" 19.92

"grupo6" 12.71

"grupo4" 15.73

"grupo4" 15.34

"grupo3" 16.4

"grupo2" 18.35

"grupo2" 25.35

"grupo2" 17.9

"grupo6" 14.69

"grupo6" 14.02

"grupo2" 18.85

"grupo4" 13.66

"grupo5" 20.17

"grupo3" 14.79

"grupo4" 16.91

"grupo4" 12.1

"grupo5" 21.17

"grupo5" 17.34

"grupo4" 14.26

"grupo1" 14.15

"grupo3" 10.95

"grupo2" 13.66

"grupo4" 10.51

"grupo4" 14.49

"grupo3" 11.83

"grupo3" 9.543

"grupo6" 13.32

"grupo2" 21.28

"grupo6" 16.16

"grupo2" 18.8

"grupo3" 15.98

"grupo6" 15.16

"grupo1" 10.81

"grupo5" 18.96

"grupo4" 10.92

"grupo3" 14.09

"grupo2" 15.56

"grupo3" 14.2

"grupo2" 18.36

"grupo3" 10.55

"grupo4" 9.684

"grupo4" 13.9

"grupo5" 17.24

"grupo3" 8.763

"grupo5" 15.32

"grupo1" 13.2

"grupo4" 14.68

"grupo2" 18.77

"grupo3" 14.33

"grupo2" 16.75

"grupo6" 15.1

"grupo3" 11.56

"grupo3" 10.58

"grupo2" 21.33

"grupo6" 18.01

"grupo3" 8.926

"grupo1" 11.35





Anova significativo: comparación 2 a 2


