
Tema 3: PROBABILIDAD - VI
La binomial para n grande. La distribución normal.
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¿Qué sucede con la binomial cuando n se hace grande y p es moderado?

GEOGEBRA
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de Moivre se preguntó en el s. XVII por la distribución binomial X ∼ B(n, p) cuando:

n grande
0 << p << 1

Descubrió que:

P(X = x) ∼ 0 conforme n crece, pero
∑n

x=0 P(X = x) = 1.
Por eso tiene más sentido preguntarse por P(a ≤ X ≤ b).
Hay una función que aproxima muy bien los valores de P(X = x):

P(X = x) ≈ 1
σ
√
2π

e−
1
2 ( x−µ

σ )2

donde µ = np y σ =
√

np(1− p) son el valor esperado y la desviación típica de la
variable binomial X .

Es la distribución normal y su gráfica se llama campana de Gauss
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Ejemplo: ¿Cálculos binomiales con n grande? por ejemplo, si X ∼ B(1000, 1/3), entonces

p(300 ≤ X ≤ 600) =

= 0.9889
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Newton, a la vez, trabajaba en calcular el área que hay bajo la curva que define una
función.

Demostró que eso es posible y que se puede hacer como límite de la suma de rectángulos
cada vez más pequeños que aproximan dicho área
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IDEA: aproximar la probabilidad (suma) binomial por la normal (integral)

Es decir, si X ∼ B(100, 1/2) e Y ∼ N(50, 5), entonces

P(39 ≤ X ≤ 46) = P(X = 39) + · · ·+ P(X = 46) ≈
∫ 46

39
f50, 5(x)dx

donde f50, 5(x) es la normal con µ = 50 y σ = 5.
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Una función continua sirve para calcular probabilidades si

Definición:
Una función f (x) es una función de densidad de probabilidad si cumple estas
condiciones:

Es no negativa: f (x) ≥ 0 para todo x

El área total bajo la gráfica de f (x) es 1:
∫ +∞

−∞
f (x)dx = 1

Distribuciones continuas
Si f (x) que cumple las propiedades enteriores se dice que f define una variable
aleatoria continua X con función de densidad f .
En tal caso la probabilidad de que el valor de X pertenezca a un intervalo (a, b) se
define así

P(a ≤ X ≤ b) = área bajo la gráfica de f =
∫ b

a
f (x) dx .
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Ejemplo: La función f (x) =
√
2

9π

(
6

((x − 3)4 + 1) + 3
((x + 5)4 + 1)

)
es una función de

densidad continua. Comprueba que su integral de −∞ a ∞ es 1 con Wolfram Alpha:
integrate f(x) = (sqrt(2) / (9 pi)) * (6 / ((x - 3)^4 + 1) + 3 / ((x + 5)^4 + 1)) from -oo to oo

La gráfica de esta función es:

Usemos Wolfram Alpha para calcular tres probabilidades:

P(−6 < x < 4) ≈ 0.26034. Usa este enlace
P(1 < x < 5) ≈ 0.642484. Usa este enlace
P(−2 < x < 0) ≈ 0.0043287. Usa este enlace
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=integrate+f(x)+%3D+(sqrt(2)+%2F+(9+pi))+*+(6+%2F+((x+-+3)%5E4+%2B+1)+%2B+3+%2F+((x+%2B+5)%5E4+%2B+1))+from+-oo+to+oo
https://www.wolframalpha.com/input/?i=integrate+f(x)+%3D+(sqrt(2)+%2F+(9+pi))+*+(6+%2F+((x+-+3)%5E4+%2B+1)+%2B+3+%2F+((x+%2B+5)%5E4+%2B+1))+from+-6+to+-4
https://www.wolframalpha.com/input/?i=integrate+f(x)+%3D+(sqrt(2)+%2F+(9+pi))+*+(6+%2F+((x+-+3)%5E4+%2B+1)+%2B+3+%2F+((x+%2B+5)%5E4+%2B+1))+from+1+to+5
https://www.wolframalpha.com/input/?i=integrate+f(x)+%3D+(sqrt(2)+%2F+(9+pi))+*+(6+%2F+((x+-+3)%5E4+%2B+1)+%2B+3+%2F+((x+%2B+5)%5E4+%2B+1))+from+-2+to+0


Media y varianza de una variable aleatoria continua.
Para un variable aleatoria discreta con valores x1, . . . , xk y probabilidades p1, . . . , pk
era:

µ = E(X) =
k∑

i=1

xi · pi

σ2 = Var(X) =
k∑

i=1

(xi − µ)2 · pi

Para una variable aleatoria continua con densidad f (x) se tiene:

µ = E(X) =
∫ ∞
−∞

x · f (x) dx

σ2 = Var(X) =
∫ ∞
−∞

(x − µ)2 · f (x) dx

Para pasar de discreto a continuo cambia el sumatorio por una integral y la
probabilidad pi por el diferencial de probabilidad dp = f (x) dx 0(sección 5.4.2 del
libro)
No hay sorpresa: la media de la curva normal es µ y su varianza es σ2.
Calcula la media y la varianza de la función del ejemplo anterior
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Aproximar v.a. binomial por normal: se usa n pequeño para facilitar visualización
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En definitiva

P(5 ≤ X ≤ 9) ≈
∫ 9.5

4.5

1√
21 1

3
2
3

√
2π

e
− 1

2

(
x−21 1

3√
21 1

3
2
3

)2

dx

Cálculo aproximado con la normal

mu = 21*1/3
sigma = sqrt(21*1/3*2/3)
pnorm(9.5, mu, sigma) - pnorm(4.5, mu, sigma)

## [1] 0.75284

Calculo exacto con la binomial

pbinom(9, 21, 1/3) - pbinom(4, 21, 1/3)

## [1] 0.7540638

####

El Teorema Central del Límite (1ª versión).
Explica como aproximar una binomial X ∼ B(n, p) por normal Y ∼ N(µ, σ).
Vamos a usar

µ = n · p, σ = √n · p · q

Entonces, siempre que se cumpla

n · p > 5, n · q > 5

1 para calcular P(k1 ≤ X ≤ k2), la aproximación por la normal que usamos es
P(k1 − 0.5 ≤ Y ≤ k2 + 0.5).

2 Para calcular P(X = k), la aproximación por la normal que usamos es
P(k − 0.5 ≤ Y ≤ k + 0.5).

3 Para calcular P(X ≤ k), la aproximación por la normal que usamos es
P(Y ≤ k + 0.5). Del mismo modo, para P(X ≥ k), la aproximación por la normal
que usamos es P(Y ≥ k − 0.5)

Las condiciones sobre n y p significan que estamos en una binomial de n grande y p
moderada.
Mira la Figura 5.25, página 180 del libro, para entender esos ajustes de 1/2.
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SOBRE LA NORMAL

Esa función es la función normal con media µ y desviación típica σ:

fµ,σ(x) = 1
σ
√
2π

e−
1
2 ( x−µ

σ )2

La gráfica de fµ,σ se llama campana de Gauss

Observa que

Es simétrica respecto de µ
Cuanto menor es σ el área bajo la curva está menos dispersa.
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Ejemplo: considera X1 = N(5, 0.5), entonces

P(5 < X < 6) = P(
(5− 5

0.5 <
X1 − 5
0.5 <

6− 5
0.5

)
= P(0 < Z < 2)

pnorm(6, mean = 5, sd = 0.5)-pnorm(5, mean = 5, sd = 0.5)

## [1] 0.4772499

pnorm(2, mean = 0, sd = 1) -pnorm(0, mean = 0, sd = 1)

## [1] 0.4772499
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Regla 68 - 95 - 99
Si X es una variable normal de tipo N(µ, σ) entonces se cumplen estas aproximaciones:

P(µ− σ < X < µ+ σ) ≈ 0.683,

P(µ− 2σ < X < µ+ 2σ) ≈ 0.955

P(µ− 3σ < X < µ+ 3σ) ≈ 0.997

Tipificación
Si X ∼ N(µ, σ), entonces la variable que se obtiene mediante la transformación de
tipificación:

Z = X − µ
σ

es una variable normal de tipo N(0, 1), la normal estándar a la que siempre llamaremos Z .

La tipificación permite reducir cualquier observación de una normal N(µ, σ) a una
escala universal que nos proporciona la distribución Z :

P(a < X < b) = P
(a − µ

σ
< Z <

b − µ
σ

)
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LA TABLA DE LA NORMAL
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Función de distribución.
La función de distribución de una variable aleatoria X (¡discreta o continua!) es:

F (k) = P(X ≤ k)

Esto se traduce de forma diferente para v.a. discreta (izquierda) y continua (derecha) :

F (xk) =
k∑

i=1

P(X = xi ) F (k) =
∫ k

−∞
f (x) dx

La gráfica de F también es diferente en el caso discreto (izq) y continuo (dcha)
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8
Para un intervalo [a, b] se cumple esta propiedad que hace que F sea más útil que f :

P(a < X < b) = F (b)− F (a)
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Cálculos con la distribución normal en R.
La función pnorm calcula la función de distribución de X ∼ N(µ, σ).

P(X < b) = pnorm(b, mean = mu, sd = sigma)

La probabilidad de un intervalo [a, b] en R:

pnorm(b, mean = mu, sd = sigma) - pnorm(a, mean = mu, sd = sigma)

El problema inverso se resuelve con qnorm: dada una probabilidad p nos da b tal que:

P(X < b) = p

Es el percentil, que usaremos mucho al hacer inferencia.
La función rnorm crea una muestra de tamaño n de una variable X ∼ N(µ, σ):

muestra = rnorm(n, mean = mu, sd = sigma)

¡Atención! mean(muestra) no es mu y sd(muestra) no es sigma: ¿ves por qué? Cuando
queramos conseguir eso usaremos la función mvrnorm de la librería MASS (ver tutoriales).
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Ejemplo: llegas a un apeadero desierto, no tienes reloj ni forma de averiguar la hora, y
sólo sabes que. . .
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La distribución uniforme en el intervalo [a, b]
Esta distribución representa la idea intuitiva de que todos los puntos del intervalo son
igual de probables. (¡Pero, cuidado, esa idea es inútil! ¿Ves por qué?)
Es más acertado pensar que ninguna parte del intervalo es más probable que otra
La función de densidad apropiada es constante en [a, b] y vale 0 fuera:

f (x) =


1

b − a si a ≤ x ≤ b

0 en otro caso

La media y la deviación típica de la variable uniforme son

µ = a + b
2 σ2 = (b − a)2

12
En prácticas veremos cómo usar la función runif para simulaciones.
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