Tema 3: PROBABILIDAD - VI

La binomial para n grande. La distribucién normal.
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i Qué sucede con la binomial cuando n se hace grande y p es moderado?

GEOGEBRA
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de Moivre se pregunté en el s. XVII por la distribucién binomial X ~ B(n, p) cuando:

@ n grande
e 0<<p<kl1

Descubrié que:
@ P(X = x) ~ 0 conforme n crece, pero " P(X =x) =1

@ Por eso tiene més sentido preguntarse por P(a < X < b).
@ Hay una funcién que aproxima muy bien los valores de P(X = x):

X— 12
P(X =x) =~ L e 2(55%)
o2

donde = npy o = +/np(1l — p) son el valor esperado y la desviacién tipica de la
variable binomial X.

Es la distribucion normal y su grafica se llama campana de Gauss
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Ejemplo: ;Célculos binomiales con n grande? por ejemplo, si X ~ B(1000, 1/3), entonces

p(300 < X < 600) =

(538012951230297079234286031439807609326098366175471681253541932038417634-
3609477230096905514049952288012212015575634 780572227086681747192217702384-
1388834078362818305292827189119107103178359318263504456079428051202542871 -
0057520719013026163045323479364373120439874930282205964524878 195309766641 -
5581328389619244466997099160050918442442994 7096465 36946855069475887091250-
1261038176288874223838233563647349000425977778847344543917779 777066698319 -
34555131097696796187487843371234361344) / (54406206562996157896726553899265-
2002454906186317756447598732661821740163517 162510099085725864447762125065-
7521386306923275518331613582793875989064712995694131800906276536299604436 -
2747910656989352855572021299943129264565753729345450125990377491937723230-
0619826389086561483764219916476911859039246195438739185526859491266906292-
27506847666991271478129393172218063276105894739582154729987469825 72094405 -
7123829647164184009829798469 7263533 18878484 190617720755807908358138637977-
58107)

= 0.9889
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Newton, a la vez, trabajaba en calcular el drea que hay bajo la curva que define una
funcién.

a
m
Lexya IL K ‘
If in any figure AacE (P\.1.Fig.6.) terminated n
jb] r./o right limes Aa, AE, and the curve — L (&
acE, there be inferib'd any number of f"ﬂ/— 4 T "'
lelograms Ab,B c, Cd, &e. comprehended g )

under cqual bz[u AB,BC, CD, &, and /). 41.
the fides Bb, Cc, Dd, &e. parallel to ome

fide A aof the figure 5 and the parallelo-
rams aKbl, bLem, c Md n, &re. are
compleated. Then if the breadth of thole
parallelograms be [uppos'd to be diminifbed.
and ther number 10 be avgmented in infini-
wm: I fay that theultimate ratio's which A
the infcribd figure AKbLcMdAD, the
circumferibed figure AalbmcendoE, and
curvilinear figure A abedE, will bave
20 ome another, are ratio's of equality.

Demostré que eso es posible y que se puede hacer como limite de la suma de rectangulos
cada vez mas pequeiios que aproximan dicho area
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IDEA: aproximar la probabilidad (suma) binomial por la normal (integral)

Es decir, si X ~ B(100,1/2) e Y ~ N(50,5), entonces

46
P(39 < X <46) = P(X =39) + -+ P(X = 46) ~ / fso,5(x)dx
39

donde fs0,5(x) es la normal con u =50y o =5.
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Una funcién continua sirve para calcular probabilidades si

Definicion:

Una funcién f(x) es una funcién de densidad de probabilidad si cumple estas
condiciones:

@ Es no negativa: f(x) > 0 para todo x
+oo
o El drea total bajo la grafica de f(x) es 1: / f(x)dx =1

— 00

Distribuciones continuas

@ Si f(x) que cumple las propiedades enteriores se dice que f define una variable
aleatoria continua X con funcién de densidad f.

@ En tal caso la probabilidad de que el valor de X pertenezca a un intervalo (a, b) se
define asi

b
P(a < X < b) = area bajo la gréfica de f = / f(x) dx.
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Ejemplo: La funcién f(x) =

Q 0 + 3 es una funcién de
I \ ((x—=3)*+1) ((x+5)*+1)
densidad continua. Comprueba que su integral de —oo a oo es 1 con Wolfram Alpha:

integrate f(x) = (sqrt(2) / (9 pi)) * (6 / ((x - 3)74 + 1) + 3/ ((x + 5)74 + 1)) from -oo to oo

La gréfica de esta funcién es:

Usemos Wolfram Alpha para calcular tres probabilidades:

@ P(—6 < x < 4) ~ 0.26034. Usa este enlace
@ P(1 < x < 5)~ 0.642484. Usa este enlace
@ P(—2 < x < 0)~ 0.0043287. Usa este enlace
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=integrate+f(x)+%3D+(sqrt(2)+%2F+(9+pi))+*+(6+%2F+((x+-+3)%5E4+%2B+1)+%2B+3+%2F+((x+%2B+5)%5E4+%2B+1))+from+-oo+to+oo
https://www.wolframalpha.com/input/?i=integrate+f(x)+%3D+(sqrt(2)+%2F+(9+pi))+*+(6+%2F+((x+-+3)%5E4+%2B+1)+%2B+3+%2F+((x+%2B+5)%5E4+%2B+1))+from+-6+to+-4
https://www.wolframalpha.com/input/?i=integrate+f(x)+%3D+(sqrt(2)+%2F+(9+pi))+*+(6+%2F+((x+-+3)%5E4+%2B+1)+%2B+3+%2F+((x+%2B+5)%5E4+%2B+1))+from+1+to+5
https://www.wolframalpha.com/input/?i=integrate+f(x)+%3D+(sqrt(2)+%2F+(9+pi))+*+(6+%2F+((x+-+3)%5E4+%2B+1)+%2B+3+%2F+((x+%2B+5)%5E4+%2B+1))+from+-2+to+0

Media y varianza de una variable aleatoria continua.

@ Para un variable aleatoria discreta con valores xi, ..., xx y probabilidades p, ..., p«
era:

k
n=EX)=Y x-pi
i=1
k

o® = Var(X) =) (xi = )" pi

i=1
e Para una variable aleatoria continua con densidad f(x) se tiene:

,LL:E(X):/OOX-f(X)dX

oo

o’ = Var(X):/ (x — p)? - f(x) dx

oo

o Para pasar de discreto a continuo cambia el sumatorio por una integral y la
probabilidad p; por el diferencial de probabilidad dp = f(x) dx O(seccién 5.4.2 del
libro)

o No hay sorpresa: la media de la curva normal es p y su varianza es 0.

o Calcula la media y la varianza de la funcién del ejemplo anterior
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Aproximar v.a. binomial por normal: se usa n pequefio para facilitar visualizacién

Suponer X~B(21, 1/3). Calcular P(5<X<9)

“loos 1 15 2 26 3 38 4 485 5 85 6 65 7 15 8 85 9§ 85 10 05 i1 115

Se puede aproximar la binomial por
Y~N(21/3,V(21-1/3-2/3)) "
De modo que

J—
G5 005 1 15 2 25 3 35 4 45 5 X5 6 65 7 75 8 A5 9 95 10 W05 1 13

P(5<X<9)~P(45<Y<9.5) -
Seccion 5.6.2 del libro
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En definitiva

9.5 1 ,%( X213
m5gxggyu/ - e 233
a5 \/2133V2m

Calculo aproximado con la normal

= 21%1/3
sigma = sqrt(21x1/3%2/3)
pnorm(9.5, mu, sigma) - pnorm(4.5, mu, sigma)

## [1] 0.75284

Calculo exacto con la binomial

pbinom(9, 21, 1/3) - pbinom(4, 21, 1/3)

## [1] 0.7540638

e J

El Teorema Central del Limite (12 versién).

Avimar 1ina hinamial ¥ o R(n n) nar navmal V o

Evnlica ~Aama ane N(io ~\
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SOBRE LA NORMAL

Esa funcion es la funcién normal con media i y desviacion tipica o:

o

L -j(ef

——e
oV 2w

fu,o(x) =

p=-060=04

La gréfica de f, » se llama campana de Gauss

Observa que

o Es simétrica respecto de p
@ Cuanto menor es o el drea bajo la curva estd menos dispersa.
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Ejemplo: considera X; = N(5,0.5), entonces

B 5—-5 X;—5 6-5\
P(5<X<6)—P(( e )_P(0<Z<2)
pnorm(6, mean = 5, sd = 0.5)-pnorm(5, mean = 5, sd = 0.5)
## [1] 0.4772499
pnorm(2, mean = 0, sd = 1) -pnorm(0, mean = 0, sd = 1)

## [1] 0.4772499
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Regla 68 - 95 - 99

Si X es una variable normal de tipo N(u, o) entonces se cumplen estas aproximaciones:
P(p—0o <X < p+o0)~0.683,
P(p—20 < X < p+20) ~ 0.955

P(p—30 < X < p+30) ~0.997

Tipificacién
Si X ~ N(u,0), entonces la variable que se obtiene mediante la transformacién de
tipificacion:
X—p
o
es una variable normal de tipo N(0, 1), la normal estandar a la que siempre llamaremos Z.

7=

o La tipificacién permite reducir cualquier observacién de una normal N(u, o) a una
escala universal que nos proporciona la distribucién Z:

P(a<x<b):P(a_“<z<b_”)
(o g
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LA TABLA DE LA NORMAL

Tabla de distribu

n normal N(0, 1)

- 1
Bizi= = = 2 o =
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Funcién de distribucion.

@ La funcién de distribucién de una variable aleatoria X (jdiscreta o continual) es:
F(k) = P(X < k)

o Esto se traduce de forma diferente para v.a. discreta (izquierda) y continua (derecha) :
K K
F(xe) =Y P(X = x) Fwyi/ f(x) dx
i=1 —oo
o La grafica de F también es diferente en el caso discreto (izq) y continuo (dcha)

o O o | /
[ g |
O
Q e o ]
o o

[
-1 1 3 5 -4 0 2 4

@ Para un intervalo [a, b] se cumple esta propiedad que hace que F sea mas (til que f:

P(a< X < b) = F(b) — F(a)
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Calculos con la distribucién normal en R.

@ La funcién pnorm calcula la funcién de distribucién de X ~ N(u, o).

P(X < b) = pnorm(b, mean = mu, sd = sigma)

@ La probabilidad de un intervalo [a, b] en R:

pnorm(b, mean = mu, sd = sigma) - pnorm(a, mean = mu, sd = sigma)

o El problema inverso se resuelve con gnorm: dada una probabilidad p nos da b tal que:
P(X<b)=p

Es el percentil, que usaremos mucho al hacer inferencia.

o La funcién rnorm crea una muestra de tamafio n de una variable X ~ N(u, 0):
muestra = rnorm(n, mean = mu, sd = sigma)

jAtencion! mean(muestra) no es mu y sd(muestra) no es sigma: jves por qué? Cuando
queramos conseguir eso usaremos la funcién mvrnorm de la libreria MASS (ver tutoriales).
v
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Ejemplo: llegas a un apeadero desierto, no tienes reloj ni forma de averiguar la hora, y
sélo sabes que. ..
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La distribucién uniforme en el intervalo [a, b]

o Esta distribucion representa la idea intuitiva de que todos los puntos del intervalo son
igual de probables. (jPero, cuidado, esa idea es indtil! ;Ves por qué?)

@ Es mas acertado pensar que ninguna parte del intervalo es mas probable que otra

@ La funcién de densidad apropiada es constante en [a, b] y vale 0 fuera:

sia<x<b

=4 24
0 en otro caso

o La media y la deviacién tipica de la variable uniforme son

_a+b 0_2_(1)*3)2
k= T

@ En practicas veremos como usar la funcién runif para simulaciones.
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